MATHEMATICS MEMORY JOGGER

DIDIER WILLAME AND HADRIEN WILLAME

ABsTRACT. Le memory-jogger est organisé autour de définitions et d’exemples présentés de
maniére aussi claire et concise que possible.
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INTRODUCTION

Le memory-jogger présente une liste de fomules et de définitions accompagnées d’exemples et
d’un minimum d’explications. Il a pour but d’entretenir les connaissances (memory jogging). Ce
document ne s’adresse donc pas aux néophytes, mais bien & tous ceux qui ont déjai suivi les cours
correspondants. Néanmoins si certains points devaient rester ardus, nous proposons aux lecteurs
de reprendre son apprentissage avec de bonnes références, de consulter une bonne encyclopédie!
ou de trouver de bons matériaux pédagogiques sur internet?.

Nous tenterons d’utiliser la programmation comme moyen d’expression, et pourquoi pas aussi
comme outil de demonstration.

Nous utiliserons autant que faire se peut la notation BNF2 pour exprimer la syntaxe des structures
décrites, et nous emploierons les langages Python* et Prolog® pour coder les algorithmes.

1par exemple 1’ Encyclopédie Universalis [2].
2par exemple 1 Encyclopédie Wiki [1].
3Backus-Naur Form.

4yoir le site internet http://www.python.org.

Syor le site internet http://www.swi-prolog.org.
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Part 1. La Logique Mathématique
1. LA SYNTAXE MATHEMATIQUE

1.1. La Notation BNF.
Avec un ensemble restreint de meta-symboles, la notation BNF permet de définir les régles de
production des grammaires informatiques. Les extensions ne seront pas utilisées.

Definition. Les méta-symboles BNF sont :

1i= "est défini comme"
| alternative
<nom> dénomination des symboles non-terminaux

Example. <expression lambda> ::= lambda <liste des paramétres> : <expression>

1.2. Quelques Définitions.

Quel est 'objet des Mathématiques? Les mathématiciens s’attachent principalement & élaborer
des théories relatives & des structures abstraites (e.g. les nombres et les figures géométriques). Ils
construisent ainsi des ensembles consistants de formules en utilisant le formalisme et les méthodes
de la logique.

Definition. <formule> ::= <propriété> | <calcul>

Les formules permettent d’exprimer tant les aspects structurels (<propriété>) que les aspects
fonctionnels (<calcul>) des mathématiques.

Definition. <propriété> ::= <axiome> | <théoréme> | <conjecture>

Les propriétés, exprimées sous la forme de propositions et de prédicats, sont soit admises telles
quelles (<axiome>%), soit dérivées par démonstration (<théoréme>7), soit & démontrer (<conjecture>).

Definition. <calcul> ::= <égalité> | <expression> | <algorithme>

Les calculs au sens large concernent les transformations des objets mathématiques.
Definition. <égalité>® ::= <affectation> | <identité> | <équation>

Le calcul le plus simple consiste en la mise en relation d’objets équivalents.

Definition. <affectation> ::= <variable> = <expression>

L’affectation est 'opération permettant d’assigner le résultat d’un calcul dans une variable.
Example. s = "ceci est une chaine de caractéres!"

Definition. Une identité est une égalité invariante quelque soient les valeurs des variables.
Example. (a+ b)? = a® + 2ab + b?

Definition. Une équation est une égalité qui se réalise pour certaines valeurs des variables.
Example. 22 + 1 =0, se réalise pour x € {—i,i}.

Definition. Une expression est une combinaison de symboles avec des opérateurs en vue d’obtenir
un résultat précis.

Example. 1+ 1, a pour résultat 2.
Example. lambda n : n*xn ; a pour résultat une fonction qui calcule le carré de n.

Example. (lambda n : nxn)(2) , a pour résultat 4.

Sou définition.

Tou lemme, proposition, corollaire.

8L’opération qui retourne V' (vrai) lorsque les 2 membres de 1’égalité sont identiques et F' (faux) sinon, est &
considérer comme une expression booléenne et non comme une égalité & proprement parlé.
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L’évaluation d’une expression se fait en remplacant les variables par un jeu de données, et en
exécutant subséquemment les calculs. L’ordre des calculs est contraint par les parenthéses et est
régit par la précédence des opérateurs.

Definition. Un algorithme est une suite d’instructions.

Example. Abaque de la division

1 | Initialisation
(dresser I’abaque et placer le dividende a en haut & gauche et le diviseur b en haut & droite)

2 | Déterminer la partie utile de la mantisse de a
(digits les plus significatifs formant un nombre a’ juste plus grand ou egal & b)

3 | Utiliser lalgorithme d’Euclide (¢’ = b* ¢ + 1’) pour calculer le quotient ¢’ de 1’étape
courante

4 | Placer en bas a droite le quotient ¢’ courant, & droite des digits déja trouvés

5 | Calculer le produit ¢’ = b et le placer en-dessous de la partie utile a’

6 | Calculer le reste courant r en soustrayant le produit ¢’ * b du dividende a dans la colonne
de gauche

7 | Arrét si le reste courant r est nul

8 | Arrét si la séquence des digits quotient se répéte (le quotient est un nombre rationnel)

9 | Arrét si le nombre de digits requis aprés le point décimal est atteint

10 | Si le reste courant est plus petit que 0, supprimer le point décimal du reste courant et
le placer & droite du quotient courant

11 | Aller au point 2

Example. Algorithme itératif de la factorielle

1 def fac(n)

2 res = 1;

3 for i in range(1,n+1)
4 res *= ij;

b) return res;

Example. Algorithme récusif du pged

1 def pgcd(a,b)

2 if (b==0)

3 return a;

4 return pgcd(b, alb);

2. LE CALCUL DES PROPOSITIONS
2.1. Quelques Définitions.

Definition. Une proposition est un énoncé déclaratif se référant a 1’état des choses ou des événe-
ments auquel on peut attribuer la qualification V' (vrai) ou F (faux). Une proposition est dite
atomique lorsqu’elle n’est pas elleeméme décomposable en propositions plus simples, sinon elle est
dite moléculaire.

Example. (Socrate est un homme)

Definition. Un raisonnement est une suite finie de propositions liées les unes aux autres selon des
principes déterminés et aboutissant & une conclusion. On distingue les raisonnements inductifs ou
inductions qui permettent d’obtenir des propositions générales & partir de propositions particuliéres
(ils sont le propre des sciences expérimentales), des raisonnements déductifs ou déductions qui
dérivent des conclusions & partir de prémisses (ils sont le propre des sciences mathématiques).
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Aa?

Example. Le raisonnement inductif a pour objet la mise en évidence de "vérités” empiriques. Je
sais, de ’avoir déja vécu, que du gravier laissé dans mon soulier entraine de la douleur. Mais est-ce
toujours le cas? Pour répondre a ce genre de question, il faut envisager une batterie de tests dont les
résultats devront étre interprétés avec la plus grande prudence. Les probabilités conditionnelles
avec le théoréme de Bayes (P{B|A} = %) et les tests d’hypothése statistiques sont
d’importants outils d’interprétation des résultats expérimentaux.

Example. Le syllogisme est une forme de raisonnement déductif.

(tous les hommes sont mortels)  (majeure, prémisse d'intérét général)
(tous les grecs sont des hommes) (mineure, prémisse d'intérét particulier)
(tous les grecs sont mortels) (conclusion)

Definition. Un raisonnement est dit valide lorsqu’il ne fait intervenir que des tautologies (i.e. des
propositions toujours vraies), sinon il est dit invalide.

Example. Lorsque les prémisses d’un syllogisme concernent un méme attribut, alors le syllogisme
n’est pas valide.

(tous les singes sont poilus)
(Socrate est poilu)
(Socrate est un singe)

Definition. Une démonstration est un raisonnement déductif valide qui dans le cadre d’une théorie
permet de montrer la vérité d’une proposition (la thése) a partir des prémisses (les hypothéses)
acceptées comme vraies (i.e. les axiomes) ou déja démontrées (i.e. les théorémes).

Example. Preuve par simple dérivation de la simplification dans un groupe :

r+a = y+a (hypothése)
& zx4+a—a = yt+a—a (existence d’un symétrique)
< z+(a—a) = y+(a—a) (associativité)
= x+0 = y+0 (existence d’un neutre)
= x =y (thése)

Example. Preuve par ’absurde de 'unicité du neutre dans un groupe :

1. Soient 0 et n, 2 neutres différents (négation de I’hypothése)

2. 0 =0 (tautologie)
< 0+n = 0+4n (simplification & gauche car n est neutre)
=3 0 = 0+mn (simplification & droite car 0 est neutre)
=3 0 = n (contradiction)

= Le neutre est unique (la thése)
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Example. Preuve par récurrence (proof by induction en anglais) de 1+3+5+...(2n — 1) =n?:

1. La base de la récurrence (n = 1):
2n—-1=2-1=1

2. Le corps de la récurrence (n > 1):

1+3+5+...2n—-1)—1) = (n—1)>2 (développement jusqu'a n — 1)
& 14+34+5+..2n—3) = n?-2n+1 (développement du carré)
& 1+3+5+..2n—-3)+(2n—-1) = n? (développement jusqu’a n)

= Laformule 1+3+5+..(2n — 1) = n? est valide quelque soit n (la thése)

Definition. <proposition conditionnelle> ::= si <prémisses>, alors <conclusions>

Example. (tous les surfers aiment les grandes vagues) = si (vous étes un surfer), alors (vous aimez
les grandes vagues)

Definition.
p | (vous étes un surfer)
q | (vous aimez les grandes vagues)
p D q | si (vous étes un surfer), alors (vous aimez les grandes vagues)
converse p C q | si (vous aimez les grandes vagues), alors (vous &tes un surfer)
inverse D D q | si (vous n'étes pas surfer), alors (vous n'aimez pas les grandes vagues)
contrapositive | p C ¢ | si (vous n'aimez pas les grandes vagues), alors (vous n’étes pas surfer)

2.2. De la Nécessité et de la Suffisance.
Soient A et B deux ensembles définis respectivement par les conditions p et q.

QA

A = B| p = q |pouqsontdes conditions nécessaires et suffisantes pour définir A ou B
A C B| p D q |il peut exister des éléments de B qui ne réalisent pas la condition p
(i.e. qui ne sont pas dans A)
A C B |-(p C q) | qest une condition nécessaire mais pas suffisante pour définir A
(i-e. pas suffisamment restrictive pour définir complétement A)
NB. F~(pCcqg=®>q9AN~pCq

2.3. Les Tables de Vérité (Karnaugh).

p|lV F
tautologie | V- V [V, Fp
affirmation | V. F | p
négation (non) | ' V | p, = p, ~ p (not)
contradiction | FF F | F
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PV V F F A
¢|V F V F B
affirmation compléte |V V. V. V |p x q,p T q
disjonction (ou inclusif) |V V.V F |p V ¢,p + ¢ (or) AUB
contre-implication (implication converse) | V. V. F V |p C ¢,p < ¢ A DB
V. V. F F|p,pld
implication | V. F V V |p D ¢ p = ¢q ACB
V. F V F|qgqp]
équivalence | V. F F V |p = ¢,p & q(ssi)| A = B
conjonction (et) |V F F F|p A ¢ p.q(and) AN B
incompatibilité | V.V V| p| ¢ (nand)
alternance (ou exclusif) | F V. V. F|pwq,p ® ¢g(xor) | A A B
négationdeq | FF V. F V |q
négation de l'implication | ¥ V. F F |p # ¢ A DB
négationdep | F F V V |Dp
négation de la contre-implication | ¥ F V F |p < ¢ A CB
rejet | F F F V |p | ¢ (nor)
négation compléte | ¥ F F F |p o g plg
2.4. Quelques Tautologies.
principe de la double négation | - P = p
principe du tiers exclu + pVvVp =V
loi de non-contradiction F plp = V
lois de De Morgan F plg = PV{Q
- pla =DPA7
régle de la contraposition F pD>Dq = pCq
P = q
régle du modus ponens H (p D g ANp) D ¢ D
q
p = 4q
régle du modus tollens l— (p Dg NG DD q
P
p = q
régle du modus barbara F (p>2¢ AN(g@>Dr) D (pDr) q=r
p =
régle de la distributivité H pVi@AT) = (pV g ADpVr
- pA(@Vvr) = pAgV(pAr)

3. LA THEORIE DES ENSEMBLES

3.1. Quelques Définitions.

Definition. <éléments> :

:= | <é&lément> | <é&lément>,<é&léments>
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Une liste d’éléments est constituée soit d’aucun élément, soit d’un seul élément, ou encore de
plusieurs éléments.

Definition. Définition en extension :
<ensemble en extension> ::= {<éléments>} | {<éléments>...}

Example. N ={0,1,2...}
Algorithm 3.1. parents = [ 'mere’, 'pere’ |

Definition. Définition en compréhension :
<ensemble en compréhension> ::= {<déclaration> : <propriété>} |
{<expression> : <contrainte>}

Example. l'ensemble des nombres premiers = {n € N* : nn'est divisible que par 2 nombres distincts}
m12:{12*k:k62}

Algorithm 3.2. suivant = [ (3*n+1)/2 for n in range(10) if n%2 P

3.2. Ensemble des parties.

(3.1) VA : pa = {A; : Ai C A}
Exemple: A={0,1} < pa = {0,{0},{1},{0,1}}
3.3. Cardinalité.

Exemple: [0 =0et {0} =1
Exemple: |N| =00, |Z] = o et |R| =8y

Exemple: |p4] = 24

4. LES OPERATIONS

4.1. Le complément (4.

(4.1) aclycadA

4.2. L’union AU B.

(4.2) ac AUBsacAVaeB

4.3. L’intersection AN B.

(4.3) ac ANBsacANa€EB

91a varibale suivant contient la liste [2, 5, 8, 11, 14].
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A B

(4.4) ac ABsacANa¢B
Exemple: N\{0}

4.4. La différence A\B.

4.5. La différence symétrique AAB.
A B

(4.5) a€ AAB=ac AUBANa¢ ANB

5. LES RELATIONS

5.1. Le produit cartésien.

(5.1) AxB={(a,b):a€ ANbE B}

e Une relation R est un sous-ensemble d’un produit cartésien.
Exemple: R = { (a,a) (¢,a), (dya) } € AxA

\\

e Le domaine (dom) d’une relation est I’ensemble des points origine.
Exemple: dom(R) = {a,b,c,d}
e L’image (Im) est ’ensemble des points arrivée.

Exemple: Im(R) = {a}
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5.2. Les propriétés des relations de A x B.
o Relation totale:

(5.2) Va € A,3b € B : (a,b) € R & dom(R) = A
e Fonction:
(5.3) Va € A Vbt e B: (ab) € RA (a,b)) € R = b=V
e Application (function, map ou mapping en anglais): fonction totale
(5.4) Va e A 3b e B: (a,b) € R
e Relation surjective (onto en anglais):
(5.5) Vbe B,3ac A: (a,b) € R & Im(R) = B
o Relation injective (one to one en anglais):
(5.6) Vaad € A;Vb € B : (a,b) € RA (d,b) € R = a=d

e Relation bijective:
(5.7) R est surjective N R est injective

5.3. Les propriétés des relations de Ax A (42).
o Réflexivité:

(5.8) Va € A: (a,a) € R
e Symeétrie:
(5.9) VY (a,b) € R : (bja) € R
o Transitivité:
(5.10) V (a,b) et (b,c) € R : (a,¢) € R

5.4. Quelques relations particuliéres de Ax A (42).
e Relations d’ordre:

(5.11) R est une relation dordre < R est antisymétrique et transitive
e Relations d’équivalence:
(5.12) R est une relation déquivalence < R est réfexive, symétrique et transitive
6. LEs SYSTEMES FORMELS
6.0.1. Définitions [4].
Definition. A (alphabet) : ensemble fini de symboles
Example. A={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,—,.}
Definition. mot : concaténation de symboles de ’alphabet A
Example. 3.1415 est un mot batit sur I’alphabet A
Definition. |mot| : longueur du mot (i.e. le nombre de symboles)
Example. [3.1415| =6
Definition. ¢ : mot de longueur nulle
Example. |¢| =0
Definition. A’ : ensemble des mots de longueur i (i > 0)
Example. A° = {e} et A' = A
Definition. A* : ensemble de tous les mots constuits sur ’alphabet A (A* = (J;5,.A")
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Example. {0,1}* = {¢,0,1,00,01, 10,11, 000...}

Definition. £ (langage) : ensemble de mots (£ C A*)

Example. {000,001,002} est un langage batit sur l’alphabet {0, 1,2}

Definition. G (grammaire) : ensemble des régles de production définissant un langage £

Example. <mot>::= 000/001|002 définit tous les mots batis sur {0, 1,2} de 3 symboles et com-
mengcant par 00

Definition. M (machine) : procédure décidant si un mot appartient ou n’appartient pas a un
langage £

Example.

Example. lambda x : (len(x)==3) and (x[0:2]==’00’) and (x[2] in [’0’,217,°2°])

7. RESOLUTION DES PROBLEMES

7.1. Etapes de résolution.

Exemplel: T1 faut 58 biscuits pour nourrir 10 chiens et chats. Combien
y a-t-il de chiens et de chats, en sachant qu’un chien mange 6 biscuits
et qu’un chat en mange 57

7.1.1. Compréhension du probléme.

Exemplel:
) - e
Pt “ &N
ALRRERS
|I o /
\\ 4 e

Si =z le nombre de chats, le nombre de chiens est alors 10— z. 5z
est ce que mangent les chats et 6(10—x) est ce que mangent les chiens.

7.1.2. Formalisation.
Exemplel: La solution est donnée par la solution de 1’équation suivante

(7.1) S5z 4+ 6(10 — z) = 58
7.1.3. Résolution.

Exemplel:
(7.2) 5x+6(10—z) = 58
(7.3) 52 4+60—-6x = 58
(7.4) —x = -2
(7.5) r = 2

Le nombre de chats est donc 2 et celui des chiens est 8.
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7.1.4. Vérification.

Exemplel: 2 chats mangent 5*2 biscuits et 8 chiens mangent 6+8 biscuits
ce qui donne bien 58 biscuits au total.

13
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Part 2. L’Arithmétique

(8.1)

9.1)

(10.1)

(10.2)

(10.3)

(11.1)

(12.1)

(12.2)
(12.3)
(12.4)

8. LES NOMBRES NEGATIFS

a=—-a=1xa

9. L’ARITHMETIQUE DES PARENTHESES

Les parenthéses interveinnent dans I’associativité et la distributivité.
Exemple: a * (—b) :a*(T*b)_:a*T*b: —ax*b
Exemple: —(a —b) = 1% (a+b) = (b—a)

10. LA VALEUR ABSOLUE

—x siz <0
|| =

x six>0

la+b| < [a] + [b]

|ax b = |af * [b]

11. LA MULTIPLICATION

nxr = rx+ax+---+2T
N—————
nfois

La régle des signes:
+x+ = +

_*+ — i

12. LES PUISSANCES

n

x = T*XxT*k-:---%xT
—_————

nfois
(g™ = @™ ey”
zmn — Z,ern
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(12.5) 0 =1

1
(12.6) b = " (Vx # 0)

1
(12.7) " = o (Vx #0)
(12.8) 7 = Jx

Laliste des carrés: 4,9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144, 169, 196, 225, 256, 289, 324, 361, 400...
Les puissances de 2: 2,4,8,16, 32,64, 128,256,512,1024...
13. LE CAS DE ZERO
(13.1) 0" =0 Vn >0
(13.2) 0 = 7?2 (Ooul?)
(13.3) 0" = oo (Vn > 0)
(13.4)
(13.5) - =7 (Oouoxx?)
14. LE CAS DE L’INFINI

(14.1) oo ¢ Z (con'est pas un nombre!)

1
14.2 — =0
(14.2) —
(14.3) c0*00 = 00

0.0

14.4 — =7
(14.4) -

15. PPCM, PGCD ET DENOMINATEUR COMMUN

15.1. Les nombres premiers.

Le crible d’Erathosténe.
Laliste des nombres premiers (p;): 2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37,41, 43,47,53, 59, 61,
67,71,73,79,83,89,97...

15.2. Factorisation d’un entier.
L’algorithme d’Euclide.

VREZ\{O} :TL:HpZ”

i=1

(15.1)

15.3. ppem (plus petit commun multiple).

(15.2) Va,b e Z o - ppem(a, b) = Hp;mal(nai’nbi)
i=1

Exemple: ppem(21,75) = 2°315271119... = 525
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15.4. pged (plus grand commun diviseur).

(153) A4 a, be Z\{O} : ppcm(ch b) _ Hp’;nin(naiynbi)
=1

Exemple: pged(21,75) = 2°31597911°... = 3

15.5. Dénominateur commun.

Vayb e d € Z: %4 § = @Y roren
R ) *

ppem(b,d)

16. LA PRIORITE DES OPERATIONS

16.1. Les expressions arithmétiques et logiques.

D00 {3 lal

NN N N N N S N
© 00 ~J O U = W N
PN AN AN N

= s
?é\_/
%
9
Y

V)]
+
=[S
I
V]
1}
a}
-+
]

Exemple: 2% (3+5) #2%3+5

Exemple:
3r+2=0 & 3z=-2
o x=-f (327)
= Sol=¢
Exemple: 7  a;z' = agz® + a1z + asx® + - + ap_12" 1 4 ana”
Exemple:

Y=g
i=1" " 2

Srji=142+-+(n—-1)+n
Yirii=14+n-n)+@2+n—-n)+--+(n—-1)+n
Sryi=nf4+(1-n)+2-n)+---—1-0
Srji=nf4n—-n—(n-1)—(n—-2)—---—1
Sigi=nt =300

23" i=n’+n

Z?:li:nz;n

Exemple: axb=0&a=0Vb=0

toseee

16.2. Les prémisses.
(1) <<,>,2,€
(2) v, 3, 3!

(3) ;
Exemple: Va € N, I'n € N
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16.3. Les axiomes, théorémes, définitions et propriétés.
(1) pémisses, expressions arithmétiques et logiques

(2)

Exemple: Va € N, A'n € N : a+n=a=n+a

17
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Part 3. L’Algébre
17. LES STRUCTURES
17.1. Introduction. Une bonne introductions est donnée dans [3].

17.2. Le monoide (4,0,n).

(17.1) interne : Vab&eA:aobe A
(17.2) associativité : YV a,b,c€ A:(aob)oc=aoboc=ao(boc)
(17.3) neutre unique : Va€ A neA:aon=a=noa

Exemples: (N,+,0) et (Z,*,1)
17.3. Le groupe (A4,0,n).

(17.4) (A,o0,n) est un monoide.
(17.5) symétrisable : Vae€ A, s€ Aiagos=n=so0a

17.4. Le groupe commutatif (A,o,n).

(17.6) (A, 0,n) est un groupe.

(17.7) commutativité : Va,be A:aob=boa
Exemples: (Z,+,0) et (Q\{o3,%,1)

17.5. L’anneau (A, +, *, opp, inv).

(17.8) (A, +, opp) est groupe.
(17.9) (A, *,inv) est un monoide.
(17.10) distributivité : Va,bc€ A:ax(b+c)=axb+axc

Exemple: (Z,+,*,0,1)
17.6. Le corps (A, +, %, opp, inv).

17.11 A, +,0 est groupe.

(17.11) ( pp) est group

(17.12) (A\{opp}, *, inV) est un groupe.

(17.13) distributivité : Va,bc€ A:ax(b+c)=a*xb+axc

Exemple: (Q,+,x*,0,1)

18. LES IDENTITES REMARQUABLES

(18.1) (a+b)(a—b) = a®— b
(18.2) (a+b)? = a®+2ab+1?
(18.3) (a—1)(@" +a" ' +..+a+1) = a"Tt -1
Le triangle de Pascal:
1 a+b’=1
1 1 a+b)l=a+b
=a®+2ab+ b2

3 = a% 4+ 3a?b + 3ab® + b?
4= g% 4+ 4430 + 6a2b? + 4ab® + b4

—
[N}

—
NN N TN TN
S|
+
=
NSNS NP
©
|
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Remarque: si b < 0 (i.e. (a+b)") alors les termes ot ’exposant de b est impair
sont affectés du signe — (e.g. (a — b)* = a* — 4a3b + 6a%b? — 4ab® + b*).
19. LA RESOLUTION DES EQUATIONS

19.1. Les principes d’équivalence.

Les principes d’équivalence permettent (1) de simplifier (<), et (2) de faire passer
des quantités (terme ou facteur) de lautre coté du signe = (=).
Le principe d’addition:

(19.1) Ya : expr; = expry < expr1 +a = expra + a
Le principe de multiplication:
(19.2) Va # 0 : expry = expro < expri * a = expra x a

19.2. Le principe de disjonction.

(19.3) (x—a)(x—=b)..=0zr=aVe=>b..

19.3. Les équations singuliéres dans Z.
e Les équations impossibles (sol = ¢):

cas 1:
(19.4) Oxz=a (Va#0)
cas 2:
(19.5) x¢Z
e Les équations indéfinies (sol = Z):
cas 1:
(19.6) Oxx=0
cas 2:
(19.7) r=2x

19.4. Cas particuliers.

(19.8) |z| = |z] < sol = {0}
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